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Funciones de Transferencia en los Seguros de Vida

Por: Arturo Gémez

Formado en Matematicas en la Universidad Federal Fluminense (Brasil, RJ), con otros cursos sobre temas estadisticos y
actuariales en Universidad de la Republica (Uruguay) e IMPA (RJ, Brasil). Ex Docente de Matematica y Estadistica en la
Universidad de la Republica, Ex Técnico Actuarial en el Banco de Seguros del Estado (Uruguay): modelos estocasticos,
analisis estadisticos, tarifas y cuadros de valores para seguros. Ha publicado sobre las transformadas integrales y su
ensefianza en distintas ramas de ingenieria y economia asi como también acerca del andlisis estadistico multivariado.

Objetivo e Introduccion

En este articulo se muestra como la teoria de las funciones de transferencia para el modelado de reactores’ es analoga a
la desarrollada para los calculos financieros y actuariales, ain cuando una y otra provienen de elaboraciones matematicas
y conceptos diferentes.

En los afios noventa trabajé simultdneamente en la confeccion de tarifas de seguros de vida y en un curso de Ecuaciones
Diferenciales para Ingenieria Quimica y de Alimentos, la cual incluia una introduccion al disefio de reactores. Los dos
grupos de trabajo tenian gente ligada a Ingenieria y a Economia, por lo que observamos las analogias que existian en los
calculos usados para hacer modelos matematicos en ambas disciplinas. Como consecuencia, ademas de compartir los
conceptos actuariales, ampliamos la vision de los estudiantes de Ingenieria, introduciendo ejemplos de un area
aparentemente distinta®.

Funcion de transferencia y la transformada de Laplace

La transformada de Laplace3 tiene propiedades que nos permiten su aplicacién en ecuaciones diferenciales”. El problema
consiste en transformar la ecuacion, resolver la ecuacion transformada, y luego anti transformar para obtener la primitiva de
la ecuacion®. En la practica es usual trabajar con tablas de transformadas.

Dada una funcién definimos su transformada de Laplace como
L(f) = f()edt
0

En un reactor de flujo continuo, si consideramos los flujos de entrada y de salida, podemos plantear una ecuacion diferen-
cial que los relacione. Cuando aplicamos a dicha ecuacién diferencial la transformada de Laplace obtenemos una ecuacién
en la que, operando algebraicamente, lleguemos a una funcién llamada funcién de transferencia, que es el cociente de la
transformada de la salida entre la de entrada. Esta funcion de transferencia proviene del modelo que describe y caracteriza
al reactor. Esta teoria es ampliamente usada en la industria y teoria de control, puesto que tenemos una relacién relativa-
mente simple entre la entrada y la salida de un proceso. La salida, por ejemplo, sera la anti transformada del producto de la
transformada de la entrada por la funcién de transferencia.

G(s) = % , entonces Y (¢) = L {G(s)L(X (1))}

' El término reactor se refiere a un sistema de entradas y salidas.

2 Esta vision multidisciplinaria fue comentada en nuestra publicacion en el Il Taller Internacional sobre la Ensefianza de la Matematica
para Ingenieria y Arquitectura, en La Habana, noviembre de 1998 en “Las transformadas integrales y su ensefianza en las distintas
ramas de Ingenieria y Economia” en coautoria con Victor Martinez y Ricardo Acher.

® Pierre-Simon Laplace usd la transformada en su teoria de probabilidad.

* Estas ecuaciones que relacionan las funciones con sus derivadas, son un concepto que se ha presentado histéricamente en el
desarrollo de modelos poblacionales. Uno de los mas famosos es el de Thomas Robert Malthus resultado de una ecuacion diferencial,
otros modelos exponenciales ampliamente usados en el medio actuarial son los desarrollados por Benjamin Gompertz y Makeham.

® Esta ecuacion solucion es aquella que resuelve el campo vectorial con una condicion inicial dada
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También se usan algunas funciones especiales como por ejemplo: la funcién impulso o delta de Dirac, y la funcion escalén
unitario. Algunas propiedades, como la linealidad y la transformada de una funcién trasladada, son herramientas
extremadamente Gtiles que también tienen aplicacién en el célculo actuarial.

Actuarialmente
En matematica financiera se trabaja con la formula del valor presente de un capital diferido V' = (1 +r)'t, donde r es la tasa
de interés y ¢ es el tiempo en que se difiere una unidad monetaria.

Si hacemos el cambio de variable s = log(1 + r), la férmula puede escribirse como V = e

Si consideramos el pago del capital diferido como una funcién impulso trasladada, podemos interpretar el valor actual del
capital diferido como la transformada de Laplace

Lot —a)U(t —a)} = ™

Para el capital diferido pagadero en funcién de algun evento aleatorio la férmula es analoga, sélo que se multiplicaria por la
probabilidad de ocurrencia de dicho evento.

La férmula financiera del valor actual de una renta continua a perpetuidad puede obtenerse como
V= Ie_“dt donde s = log(1 + r)
0

1
Esta expresion es la transformada de Laplace de una funcién escalén L{U(¢)} = —, lo cual coincide con la férmula que se
s

obtiene habitualmente en los cursos de matematica financiera en la convergencia de la serie geométrica de pagos.

1 —sa

En el caso de una renta diferida, es L{U(t —a)} = —e™™ que puede verse como el producto de una renta perpetua por
s

un capital diferido.

—das

I-e
Para una renta temporal, L{U(¢) —U(t —a)} = ——, que mediante el cambio de variable, resulta la formula usada en
s

la matematica financiera calculada como la diferencia entre una renta perpetua y una diferida.

El valor presente de una renta continua pagadera mientras viva un individuo (agregamos el caracter aleatorio), es

a= Tf(t)e“dt

donde la f'es una funcién que evalua la probabilidad de supervivencia. Cuando se trata de rentas temporales o diferidas,
valen calculos analogos, y todos ellos son transformadas de Laplace.

Para calcular el costo de un seguro de vida

A= j g(t)e ™ dt
0

donde la g(?) es la funcion que evalla la probabilidad de mortalidad. Nuevamente, tenemos que el costo del seguro es la

transformada de Laplace de la funcion g(#). Usando las funciones escalon y delta, la transformada de Laplace nos permite
obtener las férmulas para seguros diferidos y temporales.
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Conclusiones

Cuando calculamos la prima de un seguro de vida, dividimos el costo de dicho seguro entre el valor actual de los pagos
que el asegurado va a hacer a la aseguradora, que en otras palabras es la clasica ecuacion de equivalencia:

donde

P = Prima
A = Costo del Seguro
a = Costo de renta o anualidad

Debido a que los costos son transformadas de Laplace, y podemos interpretar los pagos del asegurado como un flujo de
entrada y la indemnizacion como un flujo de salida (ambos aleatorios), lo que tenemos es el cociente de la transformada de
Laplace de una salida entre el de una entrada. Esto es justamente la definicion de una funcion de transferencia.
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